
PROVA SCRITTA DI GEOMETRIA 3

C. L. Matematica

14 Febbraio 2024

Esercizio 1. In P4(R), sia fissato un riferimento proiettivo con coordinate [x0, x1, x2, x3, x4].

Si considerino in P4(R) il punto Q[0, 1, 0, 0, 0], la retta r passante per i punti A[1,−1, 1, 0, 0] e

B[1, 2, 0,−2, 1] e il piano

π :

{
2x1 + x3 = 0

2x0 + x1 − 2x2 + x3 − x4 = 0 .

(1) Determinarne le equazioni parametriche e cartesiane della retta r.

(2) Determinare la dimensione e le equazioni parametriche e cartesiane del sottospazio proiettivo

{Q} ∨ r ∨ π.

Esercizio 2. Sia P = E ∪ π∞ il completamento proiettivo di uno spazio euclideo 3-dimensionale

E in cui è fissato un riferimento cartesiano con coordinate (x, y, z). Si consideri la quadrica Q di

equazione

Q : kx2 + y2 + 2yz + 2kx+ 2y + 2z = 0,

dove k ∈ R. Sia r = L(A,B) la retta passante per i punti di coordinate A[1,−2, 0, 0] e B[0, 1, 1, 1]

nel sistema di riferimento di riferimento proiettivo con coordinate omogenee [t, x, y, z].

Si classifichi la quadrica Q sapendo che r è tangente a Q. Inoltre, si stabilisca se Q è una quadrica

rotonda.

Esercizio 3. In A2(R), sia fissato un riferimento affine con coordinate (x, y). Si consideri la curva

algebrica C di equazione

C : 5x2 = (y + 1)2(y + 5).

(a) Determinare eventuali intersezioni con gli assi, punti impropri, simmetrie, asintoti, punti

singolari e relative molteplicità, tangenti principali nei punti singolari.

(b) Si tracci un grafico approssimativo del supporto di C .



PROVA SCRITTA DI GEOMETRIA 3

C. L. Matematica

26 Gennaio 2024

Esercizio 1. In P1(R), sia fissato un riferimento proiettivo con coordinate [x0, x1]. Sia k ∈ R\{−3}
e si consideri la proiettività f : P1(R) −→ P1(R) tale che

f([1, 0]) = [0,−1

2
], f([1, 2]) = [4k + 12,−1

2
+ 2k], f([−1, 1]) = [2k + 6, k +

1

2
].

(a) Determinare esplicitamente una tale proiettività.

(b) Si determini per quali valori di k, la trasformazione f ammette punti uniti e classificarla.

Esercizio 2. Sia P = E ∪ π∞ il completamento proiettivo di uno spazio euclideo 3-dimensionale E
in cui è fissato un riferimento cartesiano con coordinate (x, y, z). Si consideri la quadrica affine Q
di equazione

Q : 5x2 + 5y2 + 5z2 − 8yz + 2z = 0.

Classificare Q e determinarne centro e piani principali.

Esercizio 3. In A2(R), sia fissato un riferimento affine con coordinate (x, y). Si consideri la curva

algebrica C di equazione

C : (y − x2 + 1)(y − x− 1) = 0.

(a) Determinare eventuali intersezioni con gli assi, punti impropri, asintoti, punti singolari e

relative molteplicità, tangenti principali nei punti singolari.

(b) Si tracci un grafico approssimativo del supporto di C .



PROVA SCRITTA DI GEOMETRIA 3

C. L. Matematica – 10 Gennaio 2024

(Programma dall’A.A. 2022/2023)

Esercizio 1. In P2(R), sia fissato un riferimento proiettivo con coordinate [x0, x1, x2]. Si considerino

le rette

r : x1 − x2 = 0 s : x1 + x2 = 0, t : 2x0 − x1 − x2 = 0,

ed i punti

A = [0, 1, 0], B = [0, 0, 1].

Si determini se esiste una proiettività f : P2(R) −→ P2(R) tale che

f(r) = r, f(s) = s, f(t) = t, f(A) = B.

In caso affermativo, determinare esplicitamente una tale f e stabilire se tale proiettività è unica.

Esercizio 2. Sia P = A∪ π∞ il completamento proiettivo di uno spazio affine reale 3-dimensionale

A in cui è fissato un riferimento affine con coordinate (x, y, z). Al variare di k ∈ R, si consideri la
quadrica Q di equazione

Q : 4x2 + ky2 + (1− k)z2 + 4kxy + 4x+ 2ky = 0.

(a) Stabilire per quali valori di k ∈ R la quadrica Q è un ellissoide reale.

(b) Stabilire per quali valori di k ∈ R la quadrica Q è degenere e classificare Q in corrispondenza

di tali valori.

Esercizio 3. In A2(C), sia fissato un riferimento affine con coordinate (x, y). Si consideri la curva

algebrica C di equazione

C : (x+ 1)y2 + x(x+ 2)2 = 0.

(a) Determinare eventuali intersezioni con gli assi, punti impropri, simmetrie, asintoti, punti

singolari e relative molteplicità, tangenti principali nei punti singolari.

(b) Si tracci un grafico approssimativo del supporto di C : (x+ 1)y2 + x(x+ 2)2 = 0 in A2(R),
dove è fissato un riferimento affine con coordinate (x, y).



PROVA SCRITTA DI GEOMETRIA 3

C. L. Matematica – 7 Novembre 2023

(Programma dell’A.A. 2022/2023)

Esercizio 1. In P1(R), sia fissato un riferimento proiettivo con coordinate [x0, x1]. Sia k 2 R\{0, 12}
e si consideri la proiettività f : P1(R) �! P1(R) tale che

f([0, 2]) = [k + 4, 4k], f([2, 0]) = [�3, 0], f([1, 3]) = [2k, 6k].

(a) Stabilire se la trasformazione f esiste ed è unica.
(b) Determinare la trasformazione f esplicitamente.
(b) Stabilire per quali valori di k 2 R \ {0, 12} la trasformazione f ammette punti uniti e

classificarla.

Esercizio 2. Sia P = A[ ⇡1 il completamento proiettivo di uno spazio a�ne reale 3-dimensionale
A in cui è fissato un riferimento a�ne con coordinate (x, y, z). Al variare di k 2 R, si classifichi la
quadrica Q di equazione

Q : ky2 + 4z2 + 2xz + 2x+ 2kz = 0.

Esercizio 3. In A2(R), sia fissato un riferimento a�ne con coordinate (x, y). Si consideri la curva
algebrica C di equazione

C : y3 � x3 + 6xy = 0.

(a) Determinare eventuali intersezioni con gli assi, punti impropri, simmetrie, asintoti, punti
singolari e relative molteplicità, tangenti principali nei punti singolari.

(b) Si tracci un grafico approssimativo del supporto di C .



PROVA SCRITTA DI GEOMETRIA 3

C. L. Matematica – 20 Settembre 2023

(Programma dell’A.A. 2022/2023)

Esercizio 1. In P1(R), sia fissato un riferimento proiettivo con coordinate [x0, x1]. Determinare se
esiste una proiettività f : P1(R) �! P1(R) che ammette il punto P = [1, 1] come punto unito e tale
che

f([3, 1]) = [0, 1], f([0, 1]) = [3, 1]

In caso a↵ermativo, determinare esplicitamente una tale f e determinare tutti i punti uniti.

Esercizio 2. Sia P = A [ ⇡1 il completamento proiettivo di uno spazio a�ne 3-dimensionale A
in cui è fissato un riferimento a�ne con coordinate (x, y, z). Si consideri la quadrica a�ne Q di
equazione

Q : y2 + kz2 + 2xy + 2x+ 2y + 2kz = 0,

dove k 2 R. Sia r = L(B,C) la retta passante per i punti di coordinate B[1, 0,�1,�1] e C[1, 4, 0, 2]
(nel sistema di riferimento proiettivo con coordinate omogenee [t, x, y, z]).

(a) Stabilire per quali valori di k 2 R la retta r è esterna a Q.
(b) Si classifichi la quadrica Q tale che la retta r è tangente a Q.

Esercizio 3. In A2(C), sia fissato un riferimento a�ne con coordinate (x, y). Si consideri la curva
algebrica C di equazione

C : y3 + 5y2 + x2 = 0.

(a) Determinare eventuali intersezioni con gli assi, punti impropri, simmetrie, asintoti, punti
singolari e relative molteplicità, tangenti principali nei punti singolari.

(b) Si tracci un grafico approssimativo del supporto di C : y3 + 5y2 + x2 = 0 in A2(R), dove è
fissato un riferimento a�ne con coordinate (x, y).



PROVA SCRITTA DI GEOMETRIA 3

C. L. Matematica – 5 Settembre 2023

(Programma dell’A.A. 2022/2023)

Esercizio 1. In P2(R), sia fissato un riferimento proiettivo con coordinate [x0, x1, x2]. Si considerino
le rette

r : x1 � x2 = 0, s : x1 + x2 = 0, t : x2 = 0.

Si determini se esiste una proiettività f : P2(R) �! P2(R) tale che

f(t) = s e f |r = Idr .

In caso a↵ermativo, determinare esplicitamente una tale f e stabilire se tale proiettività è unica.

Esercizio 2. Sia P = E [ ⇡1 il completamento proiettivo di uno spazio euclideo 3-dimensionale E
in cui è fissato un riferimento cartesiano con coordinate (x, y, z). Si consideri la quadrica a�ne Q
di equazione

Q : y2 � 2xz + 2x+ 2z = 0.

(a) Classificare Q.
(b) Determinare il centro di Q.
(c) Stabilire se la quadrica Q è rotonda.

Esercizio 3. In A2(R), sia fissato un riferimento a�ne con coordinate (x, y). Si consideri la curva
algebrica C di equazione

C : (x2 + y2 � 4x)(x� y) = 0.

(a) Determinare eventuali intersezioni con gli assi, punti impropri, asintoti, punti singolari e
relative molteplicità, tangenti principali nei punti singolari.

(b) Si tracci un grafico approssimativo del supporto di C .



PROVA SCRITTA DI GEOMETRIA 3

C. L. Matematica – 12 Luglio 2023

(Programma dell’A.A. 2022/2023)

Esercizio 1. In P4(R), sia fissato un riferimento proiettivo con coordinate [x0, x1, x2, x3, x4]. Si
considerino in P4(R) il punto Q[1,�1, 2, 0, 3] e la retta

r :

8
<

:

x4 = 0
12x0 � x1 + 4x2 = 0
4x0 � 2x1 + x3 = 0.

Si determinino:

(a) le equazioni parametriche di r;
(b) la dimensione, le equazioni parametriche e le equazioni cartesiane del sottospazio proiettivo

r _ {Q}.

Esercizio 2. Sia P = A [ ⇡1 il completamento proiettivo di uno spazio a�ne 3-dimensionale A
in cui è fissato un riferimento a�ne con coordinate (x, y, z). É data una quadrica a�ne Q non
degenere a punti reali, la cui conica all’infinito C1 ha equazioni

C1 :

(
kx2 � 2y2 + kz2 + 2xz = 0

t = 0,

dove k 2 R.
(a) Stabilire per quali valori di k 2 R, Q è un ellissoide.
(b) Stabilire per quali valori di k 2 R, Q è un iperboloide.
(c) Stabilire per quali valori di k 2 R, Q è un paraboloide e dire di quale paraboloide si tratta.
(d) Denotando con C il centro di Q, stabilire nei casi k = 1 e k = �1 se la retta L(C, Y1) è

tangente a Q.

Esercizio 3. In A2(R), sia fissato un riferimento a�ne con coordinate (x, y). Si consideri la curva
algebrica C di equazione

C : y4 + x3 + y2 � x2 = 0.

(a) Determinare eventuali intersezioni con gli assi, punti impropri, simmetrie, asintoti, punti
singolari e relative molteplicità, tangenti principali nei punti singolari.

(b) Si tracci un grafico approssimativo del supporto di C .



PROVA SCRITTA DI GEOMETRIA 3

C. L. Matematica – 12 Luglio 2023

(Programmi antecedenti all’A.A. 2022/2023)

Esercizio 1. In P4(R), sia fissato un riferimento proiettivo con coordinate [x0, x1, x2, x3, x4]. Si
considerino in P4(R) il punto Q[1,�1, 2, 0, 3] e la retta

r :

8
<

:

x4 = 0
12x0 � x1 + 4x2 = 0
4x0 � 2x1 + x3 = 0.

Si determinino:

(a) le equazioni parametriche di r;
(b) la dimensione, le equazioni parametriche e le equazioni cartesiane del sottospazio proiettivo

r _ {Q}.

Esercizio 2. Sia P = A [ ⇡1 il completamento proiettivo di uno spazio a�ne 3-dimensionale A
in cui è fissato un riferimento a�ne con coordinate (x, y, z). É data una quadrica a�ne Q non
degenere a punti reali, la cui conica all’infinito C1 ha equazioni

C1 :

(
kx2 � 2y2 + kz2 + 2xz = 0

t = 0,

dove k 2 R.
(a) Stabilire per quali valori di k 2 R, Q è un ellissoide.
(b) Stabilire per quali valori di k 2 R, Q è un iperboloide.
(c) Stabilire per quali valori di k 2 R, Q è un paraboloide e dire di quale paraboloide si tratta.
(d) Denotando con C il centro di Q, stabilire nei casi k = 1 e k = �1 se la retta L(C, Y1) è

tangente a Q.

Esercizio 3. Sia P = E [ i1 il completamento proiettivo di un piano euclideo E in cui è fissato
un riferimento cartesiano di coordinate (x, y). Si scriva l’equazione dell’iperbole passante per i
punti A(0, 1) e B(0, 3), avente come asintoti la retta y = 0 ed una retta perpendicolare alla retta
r : x+ 2y + 3 = 0.



PROVA SCRITTA DI GEOMETRIA 3

C. L. Matematica – 7 Giugno 2023

(Programma dell’A.A. 2022/2023)

Esercizio 1. In P3(R), sia fissato un riferimento proiettivo con coordinate [x0, x1, x2, x3]. Si con-
siderino i punti

P1 = [0, 2, 0, 1] P2 = [0, 4, 3, 2] P3 = [0, 0, 1, 0].

(a) Si verifichi che i punti sono allineati su una retta r e determinarne le equazioni parametrica
e cartesiana.

(b) Si determini il quarto armonico P4.
(c) Sia s la retta passante per i punti Q1 = [2, 1, 3, 0] e Q2 = [1,�1, 1,�1]. Stabilire se esiste

una trasformazione proiettiva f : r �! s, tale che

f(P1) = Q1 f(P2) = Q2 f(P3) = [3, 0, 4,�1] f(P4) = [1, 2, 2, 1].

Esercizio 2. Sia P = E [ ⇡1 il completamento proiettivo di uno spazio euclideo 3-dimensionale E
in cui è fissato un riferimento cartesiano con coordinate (x, y, z). Si consideri la quadrica a�ne Q
di equazione

Q : 4xy + 2z2 + 6x� 2z = 0.

(a) Classificare Q.
(b) Stabilire quali sono i piani principali di Q passanti per il punto P1[0, 1,�1, 5].

Esercizio 3. In A2(R), sia fissato un riferimento a�ne con coordinate (x, y). Si consideri la curva
algebrica C di equazione

C : (2� x)y2 � (x+ 2)3 = 0.

(a) Determinare eventuali intersezioni con gli assi, punti impropri, simmetrie, asintoti, punti
singolari e relative molteplicità, tangenti principali nei punti singolari.

(b) Si tracci un grafico approssimativo del supporto di C .



PROVA SCRITTA DI GEOMETRIA 3

C. L. Matematica – 7 Giugno 2023

(Programmi antecedenti all’A.A. 2022/2023)

Esercizio 1. In P1(R), sia fissato un riferimento proiettivo con coordinate [x0, x1]. Si consideri una
involuzione iperbolica ! : P1(R) �! P1(R), che ammette il punto P = [0, 1] come punto unito e tale
che

!([2, 1]) = [1, 1].

Si determini esplicitamente tale proiettività e si determini l’altro punto unito di !.

Esercizio 2. Sia P = E [ ⇡1 il completamento proiettivo di uno spazio euclideo 3-dimensionale E
in cui è fissato un riferimento cartesiano con coordinate (x, y, z). Si consideri la quadrica a�ne Q
di equazione

Q : 4xy + 2z2 + 6x� 2z = 0.

(a) Classificare Q.
(b) Stabilire quali sono i piani principali di Q passanti per il punto P1[1,�1, 5, 0].

Esercizio 3. Sia P = E[ i1 il completamento proiettivo di un piano euclideo E in cui è fissato un
riferimento cartesiano di coordinate (x, y).

(a) Si scriva l’equazione del fascio F delle coniche passanti per il punto A(0, 1), le cui coniche
non degeneri ammettono le rette r : x� y = 0 e s : x = 0 come diametri coniugati.

(b) Tra le coniche del fascio F, si classifichi la conica C passante per il punto D(1, 1).



PROVA SCRITTA DI GEOMETRIA 3

C. L. Matematica – 13 Aprile 2023

(Programma dell’A.A. 2022/2023)

Esercizio 1. In P1(R), sia fissato un riferimento proiettivo con coordinate [x0, x1]. Sia k 2 R\{�2}
e si consideri la proiettività f : P1(R) �! P1(R) tale che

f([1, 1]) = [2k + 4,�2 + 4k], f([�2, 1]) = [k + 2, 2 + 2k], f([3, 0]) = [0,�6].

(a) Stabilire se la trasformazione f esiste ed è unica.
(b) Determinare la trasformazione f esplicitamente.
(b) Stabilire per quali valori di k 2 R \ {�2} la trasformazione f ammette punti uniti e classi-

ficarla.

Esercizio 2. Sia P = A[ ⇡1 il completamento proiettivo di uno spazio a�ne reale 3-dimensionale
A in cui è fissato un riferimento a�ne con coordinate (x, y, z). Sia k 2 R e si consideri la quadrica
Q di equazione

Q : (2k � 3)x2 � y2 + (2k � 3)z2 + 2k2xz + 2y + k + 2 = 0.

Stabilire per quali valori di k 2 R la quadrica Q è un cilindro di vertice P1[0, 1, 0, 1] e dire di che
tipo di cilindro si tratta.

Esercizio 3. In A2(R), sia fissato un riferimento a�ne con coordinate (x, y). Si consideri la curva
algebrica C di equazione

C : 4x2 � y2 + y3 = 0.

(a) Determinare eventuali intersezioni con gli assi, punti impropri, simmetrie, asintoti, punti
singolari e relative molteplicità, tangenti principali nei punti singolari.

(b) Si tracci un grafico approssimativo del supporto di C .



PROVA SCRITTA DI GEOMETRIA 3

C. L. Matematica – 13 Aprile 2023

(Programmi antecedenti all’A.A. 2022/2023)

Esercizio 1. In P1(R), sia fissato un riferimento proiettivo con coordinate [x0, x1]. Sia k 2 R\{�2}
e si consideri la proiettività f : P1(R) �! P1(R) tale che

f([1, 1]) = [2k + 4,�2 + 4k], f([�2, 1]) = [k + 2, 2 + 2k], f([3, 0]) = [0,�6].

(a) Stabilire se la trasformazione f esiste ed è unica.
(b) Determinare la trasformazione f esplicitamente.
(b) Stabilire per quali valori di k 2 R \ {�2} la trasformazione f ammette punti uniti e classi-

ficarla.

Esercizio 2. Sia P = A[ ⇡1 il completamento proiettivo di uno spazio a�ne reale 3-dimensionale
A in cui è fissato un riferimento a�ne con coordinate (x, y, z). Sia k 2 R e si consideri la quadrica
Q di equazione

Q : (2k � 3)x2 � y2 + (2k � 3)z2 + 2k2xz + 2y + k + 2 = 0.

Stabilire per quali valori di k 2 R la quadrica Q è un cilindro di vertice P1[1, 0, 1, 0] e dire di che
tipo di cilindro si tratta.

Esercizio 3. Sia P = E[ ⇡1 il completamento proiettivo di un piano euclideo E in cui è fissato un
riferimento cartesiano di coordinate (x, y).
Si considerino la retta

r : x+ y � 2 = 0,

il punto A(1, 1) 2 r ed il punto X1[1, 0, 0].
Si determini un’equazione del fascio F le cui coniche non degeneri sono parabole aventi r come
diametro, passano per A 2 r e sono tali che r ha direzione coniugata X1.



PROVA SCRITTA DI GEOMETRIA 3

C. L. Matematica – 13 Febbraio 2023

(Programma dell’A.A. 2022/2023)

Esercizio 1. In P2(R), sia fissato un riferimento proiettivo con coordinate [x0, x1, x2]. Si considerino
le rette

r : 2x0 + x1 + x2 = 0 s : x0 = 0,

ed i punti
A = [0, 1, 0] B = [1,�1,�1], C[1, 0, 0].

Si stabilisca se esiste una proiettività f : P2(R) �! P2(R) tale che

f(r) = s, f(s) = r, f(A) = B, f(B) = A, f(C) = C.

In caso a↵ermativo, determinare esplicitamente una tale proiettività e stabilire se essa è unica.

Esercizio 2. Sia P = A [ ⇡1 il completamento proiettivo di uno spazio a�ne 3-dimensionale A
in cui è fissato un riferimento a�ne con coordinate (x, y, z). Al variare di k 2 R, si classifichi la
quadrica Q di equazione

Q : 2x2 + 2xy + 2kxz + 2yz � k = 0.

Esercizio 3. In A2(R), sia fissato un riferimento a�ne con coordinate (x, y). Si consideri la curva
algebrica C di equazione

C : 2y2 � (x+ 2)3 = 0.

(a) Determinare eventuali intersezioni con gli assi, punti impropri, simmetrie, asintoti, punti
singolari e relative molteplicità, tangenti principali nei punti singolari.

(b) Si tracci un grafico approssimativo del supporto di C .



PROVA SCRITTA DI GEOMETRIA 3

C. L. Matematica – 13 Febbraio 2023

(Programmi antecedenti all’A.A. 2022/2023)

Esercizio 1. Si consideri la proiettività f : RP1 �! RP1 tale che

f([1, 0]) = [2k,�1], f([1, 1]) = [6k + 3,�1], f([2,�1]) = [�3,�2],

dove k 2 R \ {�3
4} . Determinare esplicitamente una tale proiettività e se ci sono valori di k per cui

f ammette punti uniti.

Esercizio 2. Sia P = A [ ⇡1 il completamento proiettivo di uno spazio a�ne 3-dimensionale A
in cui è fissato un riferimento a�ne con coordinate (x, y, z). Al variare di k 2 R, si classifichi la
quadrica Q di equazione

Q : 2x2 + 2xy + 2kxz + 2yz � k = 0.

Esercizio 3. Sia P = E[ ⇡1 il completamento proiettivo di un piano euclideo E in cui è fissato un
riferimento cartesiano di coordinate (x, y).

(a) Si scriva l’equazione della conica C passante per il punto A(0, 1), avente centro C(1, 0) e
tangente in B(3, 0) alla retta x� 3 = 0.

(b) Si classifichi C .



PROVA SCRITTA DI GEOMETRIA 3

C. L. Matematica – 27 Gennaio 2023

(Programma dell’A.A. 2022/2023)

Esercizio 1. In P4(R), sia fissato un riferimento proiettivo con coordinate [x0, x1, x2, x3, x4]. Si
considerino le rette

r :

8
>><

>>:

x2 = 0

x4 + 4x0 = 0

x1 + x3 = 0

e s :

8
>><

>>:

x1 � 3x0 = 0

2x2 + x4 = 0

x1 � 2x0 � x3 = 0.

Si determinino

(a) le equazioni parametriche di r e s;
(b) la dimensione, le equazioni parametriche e le equazioni cartesiane del sottospazio proiettivo

r _ s.

Esercizio 2. Sia P = E [ ⇡1 il completamento proiettivo di uno spazio euclideo 3-dimensionale
E in cui è fissato un riferimento cartesiano con coordinate (x, y, z). Si consideri la quadrica Q di
equazione

Q : 3ky2 + z2 + 4kxy + 2x = 0,

dove k 2 R e k 6= 1
4 . Sia r = L(A,B) la retta passante per i punti A[0, 0, 1, 0] e B[1, 0, 0, 1]. Si

verifichi che, se r è esterna a Q, quest’ultima è un iperboloide ellittico non rotondo.

Esercizio 3. In A2(C), sia fissato un riferimento a�ne con coordinate (x, y). Si consideri la curva
algebrica C di equazione

C : y3 � 3y2 � x2 = 0.

(a) Determinare eventuali intersezioni con gli assi, punti impropri, simmetrie, asintoti, punti
singolari e relative molteplicità, tangenti principali nei punti singolari.

(b) Si tracci un grafico approssimativo del supporto di C : y3 � 3y2 � x2 = 0 in A2(R), dove è
fissato un riferimento a�ne con coordinate (x, y).
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(Programmi antecedenti all’A.A. 2022/2023)

Esercizio 1. In P4(R), sia fissato un riferimento proiettivo con coordinate [x0, x1, x2, x3, x4]. Si
considerino le rette

r :

8
>><

>>:

x2 = 0

x4 + 4x0 = 0

x1 + x3 = 0

e s :

8
>><

>>:

x1 � 3x0 = 0

2x2 + x4 = 0

x1 � 2x0 � x3 = 0.

Si determinino

(a) le equazioni parametriche di r e s;
(b) la dimensione, le equazioni parametriche e le equazioni cartesiane del sottospazio proiettivo

r _ s.

Esercizio 2. Sia P = E [ ⇡1 il completamento proiettivo di uno spazio euclideo 3-dimensionale
E in cui è fissato un riferimento cartesiano con coordinate (x, y, z). Si consideri la quadrica Q di
equazione

Q : 3ky2 + z2 + 4kxy + 2x = 0,

dove k 2 R e k 6= 1
4 . Sia r = L(A,B) la retta passante per i punti A[0, 1, 0, 0] e B[0, 0, 1, 1] (nelle

coordinate omogenee [x, y, z, t]). Si verifichi che, se r è esterna a Q, quest’ultima è un iperboloide
ellittico non rotondo.

Esercizio 3. Sia P = E[ `1 il completamento proiettivo di un piano euclideo E in cui è fissato un
riferimento cartesiano di coordinate (x, y).
Si scriva l’equazione della parabola C avente vertice V (�2,�4) e passante per i punti A(�2, 1) e
P1[1, 2, 0].
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Esercizio 1. In P1(R), sia fissato un riferimento proiettivo con coordinate [x0, x1]. Sia k 2 R�{0, 4}
e si consideri la proiettività f : P1(R) �! P1(R) tale che

f([1, 2]) = [k, 2k], f([0, 1]) = [k � 2, k � 4], f([1, 0]) = [�1, 0].

Si determini per quali valori di k, la trasformazione f ammette punti uniti e classificarla.

Esercizio 2. Sia P = E [ ⇡1 il completamento proiettivo di uno spazio euclideo 3-dimensionale E
in cui è fissato un riferimento cartesiano con coordinate (x, y, z). Si consideri la quadrica a�ne Q
di equazione

Q : x2 + 4y2 + z2 � 4yz + 2y = 0.

Classificare Q e determinarne centro e piani principali.

Esercizio 3 (per programma dell’anno accademico 2022/2023). In A2(R), sia fissato un riferimento
a�ne con coordinate (x, y). Si consideri la curva algebrica C di equazione

C : y2(3 + x) + 2x(x+ 2)2 = 0.

(a) Determinare eventuali intersezioni con gli assi, punti impropri, simmetrie, asintoti, punti
singolari e relative molteplicità, tangenti principali nei punti singolari.

(b) Si tracci un grafico approssimativo del supporto di C .

Esercizio 4 (per programmi antecedenti all’anno accademico 2022/2023). Sia P = E [ ⇡1 il com-
pletamento proiettivo di un piano euclideo E in cui è fissato un riferimento cartesiano di coordinate
(x, y).

(a) Si scriva l’equazione della conica C tangente nell’origine alla retta y = 0, avente centro
C(0, 3) e passante per P (2, 3).

(b) Si classifichi C .


