
ESERCIZI DI GEOMETRIA 2

Esercizio 1. Sia fissato in A3(R) il riferimento standard R(O,B). Siano S e T i
sottospazi affini di A3(R) definiti da

S :

{
5x− 6y + 4z + 6 = 0

3y − 3z − 3 = 0
T : y − z + 8 = 0

(1) Determinare dimensione ed equazioni parametriche di S.
(2) Determinare dimensione ed equazioni parametriche di T .
(3) Determinare se T //S e equazioni parametriche e cartesiane di T ∩ S e di T ∨ S

e loro dimensioni.

Esercizio 2. Sia fissato in A3(R) il riferimento standard R(O,B). Siano S e T i
sottospazi affini di A3(R) definiti da

T :

{
x− 2y + 1 = 0
x+ z + 2 = 0

S : x+ 2y − z − 6 = 0

(1) Determinare dimensione ed equazioni parametriche di S.
(2) Determinare dimensione ed equazioni parametriche di T .
(3) Determinare se T //S e equazioni parametriche e cartesiane di T ∩S e di T ∨S.

Esercizio 3. Sia fissato in E2(R) il riferimento cartesiano standard R(O,Bc). Si con-
sideri la retta r : y − 3x+ 2 = 0 ed il punto A(0, 29). Determinare

(1) la proiezione ortogonale di A su r;
(2) la distanza tra A e r e il punto A′ simmetrico di A rispetto ad r;
(3) la circonferenza tangente alla retta r in Q(23 , 0) e avente centro su s : x− 2 = 0.

Esercizio 4. Sia fissato in A3(R) il riferimento standard R(O,B). Siano S e T i
sottospazi affini di A3(R) definiti da

S :

{
x+ 1− 2y = 0
3y − z + 1 = 0

T : x− 3y − 3z + 4 = 0

(1) Determinare dimensione ed equazioni parametriche di S.
(2) Determinare dimensione ed equazioni parametriche di T .
(3) Determinare se T //S e equazioni parametriche e cartesiane di T ∩S e di T ∨S.

Esercizio 5. Sia fissato in A4(R) il riferimento standard R(O,B).
1) Determinare le equazioni parametriche e cartesiane della retta r passante per i punti
C(7, 3, 3, 0) e D(−3, 1, 1, 0).
2) Determinare le equazioni parametriche e cartesiane del piano π passante per i punti
A(1, 0, 1, 0) e B(1, 1, 0, 0) e parallelo alla retta r.
3) Determinare le equazioni parametriche e cartesiane del sottospazio affine r ∨ π.
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Esercizio 6. Sia fissato in A4(R) il riferimento standard R(O,B). Sia T il sot-
tospazio affine di A4(R) passante per B(1, 0, 0, 0) e di giacitura U =< (−2, 6, 3,−1) >.
Sia S il sottospazio affine di A4(R) passante per A(0, 1, 0, 2) e di giacitura W =<
(2, 0,−1, 1), (0, 3, 1, 0) >.
(1) Determinare dimensione ed equazioni parametriche e cartesiane di S e di T .
(2) Determinare se T //S e T ∩ S.

Esercizio 7. Sia fissato in E3(R) il riferimento cartesiano standard R(O,Bc). Si con-
sideri la retta

r :

{
x+ 4y + 4z − 8 = 0
−3x+ 4z − 4 = 0

.

(1) Determinare la proiezione di A(−1, 0, 1) su r.
(2) Determinare le equazioni parametriche e cartesiane del piano contenente r e passante
per B(1, 2, 12)
(3) Determinare la sfera di centro A e passante per B.

Esercizio 8. Sia fissato in E2(R) il riferimento cartesiano standard R(O,B). Si con-
sideri la retta r : y − x+ 5 = 0 ed il punto A(2, 9). Determinare

(1) la retta passante per A e parallela ad r.
(2) il punto A′ simmetrico di A rispetto ad r.
(3) la circonferenza passante per A e tangente ad r in Q(8, 3).

Esercizio 9. Sia fissato in E3(R) il riferimento cartesiano standard R(O,B). Si con-
siderino le rette

r :

{
y − z + 1 = 0

2y + 3x+ 2 = 0
s :

{
y + x+ z = 0
y − z = 0

.

(1) Determinare se r e s sono paralelle.
(2) Determinare se r e s sono sghembe.
(3) Determinare la distanza tra r e s.
(4) Determinare la retta di minima distanza tra r e s.

Esercizio 10. Sia fissato in E3(R) il riferimento cartesiano standard R(O,Bc). Si con-

siderino le rette r :

{
x− 2 = 0

x+ z + 2y − 2 = 0
e s :

{
2x− y + 1 = 0
3x+ z + 1 = 0

. Determinare:

(1) la posizione reciproca di r e s;
(2) l’equazione della sfera tangente ad r in A(2,−1, 2) e centro su s.

Esercizio 11. Sia fissato in A3(R) il riferimento standard R(O,B). Siano S e T i
sottospazi affini di A3(R) definiti da

T :

{
2x− z − 4 = 0
3x− 2y − 5 = 0

S : x− 2y + z − 1 = 0

(1) Determinare equazioni parametriche di S.
(2) Determinare equazioni parametriche di T .
(3) Determinare se T //S e equazioni parametriche e cartesiane di T ∩S e di T ∨S.

Esercizio 12. Sia fissato in E3(R) il riferimento cartesiano standard R(O,Bc). Si
considerino i piani π1 : x+ z = 0 e π2 : x− y + 2 = 0.
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(1) Determinare le equazioni parametriche e cartesiane della retta r passante per il
punto P (1, 0, 0) e parallela ad π1 e a π2.

(2) Determinare la sfera Σ tangente in O al piano π1 e passante per P .
(3) Stabilire se la retta r è tangente a Σ.

Esercizio 13. Sia fissato in E3(R) il riferimento cartesiano standard R(O,Bc). Si
considerino la retta r passante per P (1, 0, 1) e parallela al vettore v = (1, 0, 2) e la retta

t :

{
x = 1
y + z = 4

.

(1) Verificare che le rette r e t sono sghembe.
(2) Determinare le equazioni di due piani paralleli π1 e π2 tali che r ⊂ π1 e t ⊂ π2.
(3) Determinare la minima distanza tra r e t e le equazioni cartesiane della retta di

minima distanza tra le due rette.

Esercizio 14. Sia fissato in E3(R) il riferimento cartesiano standard R(O,Bc). Si

considerino il piano π : x+ y + z = 0 e la retta r :

 x = 2 + t
y = t
z = −1 + t

.

(1) Determinare le coordinate del punto A ∈ E3(R) le cui proiezioni ortogonali
rispettivamente su π e su r sono i punti T (1,−1, 0) e K(2, 0,−1).

(2) Determinare le equazioni della circonferenza C di centro A tangente a r.

(3) Determinare le equazioni delle sfere contenenti C e aventi raggio
√

10
3 .

Esercizio 15. Sia fissato in E3(R) il riferimento cartesiano standard R(O,Bc). Si

considerino la retta r :

 x = t
y = 3 + 2t
z = 1− t

ed il punto A(0, 3, 0). Determinare le equazioni

cartesiane della retta s passante per A, perpendicolare a r e parallela al piano π :
x+ 2y − 3z + 5 = 0.

Esercizio 16. Sia fissato in E3(R) il riferimento cartesiano standard R(O,Bc). Si

considerino il piano π : x− 2y + 2z = 0 e la retta r :

{
y = z
x = 0

.

(1) Verificare che l’unione delle rette ortogonali a π e non sghembe con r costituisce
un piano e determinarne una equazione.

(2) Determinare le equazioni delle sfere di raggio 1, tangenti a π e aventi centro sulla

retta s :

{
y = x
z = 0

.

Esercizio 17. Sia fissato in E3(R) il riferimento cartesiano standard R(O,Bc). Si

considerino le rette r :

{
x = 1
y + z = 5

e s :

{
y = 0
x+ z = 0

.

(1) Verificare che r e s sono sghembe e determinarne la minima distanza.
(2) Determinare l’equazione della sfera S tangente a r nel punto P (1, 2, 3) e tangente

a s nel punto Q(−1, 0, 1).
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Esercizio 18. Sia fissato in E3(R) il riferimento cartesiano standard R(O,Bc). Si
consideri la sfera Σ di equazione

Σ : x2 + y2 + z2 − x− z = 0

(1) Determinare centro e raggio di Σ.
(2) Considerato il fascio F di piani paralleli al piano π : 2x + y − 2z + 3 = 0,

determinare i piani α ∈ F per cui Σ ∩ α è una circonferenza.
(3) Considerato il piano β ∈ F per cui la circonferenza C = Σ ∩ β ha raggio 1√

2
, si

determinino le equazioni della retta tangente a C nel punto P (1, 0, 1).

Esercizio 19. Sia fissato in E3(R) il riferimento affine cartesiano standardR(O,Bc).
Si consideri il piano

π : x+ 2y − 4 = 0.

1) Determinare equazioni parametriche e cartesiane della retta r, ortogonale al
piano π, e passante per il punto P (0, 2, 1).

2) Determinare la sfera Σ, tangente in P al piano π e avente centro sul piano

π′ : 3x− y + z + 2 = 0.

3) Determinare la retta t, tangente alla sfera Σ nel punto P , e parallela al piano π′.

Esercizio 20. Sia fissato in E3(R) il riferimento cartesiano standard R(O,Bc). Si
consideri la circonferenza

C :

{
(x− 2)2 + y2 + z2 = 9

x+ y = 0

1) Determinare centro e raggio della circonferenza C.
2) Determinare la retta tangente a C nel punto P (2,−2,

√
5).

Esercizio 21. Sia fissato in E3(R) il riferimento cartesiano standard R(O,Bc).

(1) Determinare il centro e il raggio della circonferenza

C :

{
(x− 2)2 + (y − 1)2 + (z − 2)2 = 4

x− y + 1 = 0.

(2) Determinare la retta tangente a C nel punto P (0, 1, 2).

Esercizio 22. Sia fissato in E3(R) il riferimento cartesiano standard R(O,Bc). Si
considerino le retta

r :

{
x+ 2y = 0

z = 2
, s :

{
2x+ y − 3z = 4

x− z = 1

1) Determinare la sfera Σ tangente alla retta r nel punto P (0, 0, 2), e avente centro
sulla retta s.

2) Stabilire se le rette r e s sono complanari o sghembe.

Esercizio 23. Sia fissato in E3(R) il riferimento cartesiano standard R(O,Bc). Si
considerino il piano π : y + 2z + 3 = 0 e il punto P (2, 1, 3).

1) Determinare il piano π′, passante per P , e parallelo a π.
2) Determinare la retta r, passante per P , e ortogonale ai piani π e π′.
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3) Determinare la sfera Σ, tangente ai piani π e π′, e tale che P sia il punto di
tangenza con π′.

Esercizio 24. Sia fissato in E3(R) il riferimento cartesiano standard R(O,Bc). Si
consideri la circonferenza

C = Σ ∩ α :

{
x2 + (y − 2)2 + (z − 3)2 = 9

z = 1

1) Determinare centro e raggio della circonferenza C.
2) Determinare la sfera Σ′ contenente la circonferenza C e passante per il punto

P (−2, 0, 0).

Esercizio 25. Sia fissato in E3(R) il riferimento cartesiano standard R(O,Bc). Si
considerino le rette

r :

{
x = 1

y = 0
s :

{
x+ 2y = 0

x− z + 1 = 0

1) Verificare che r e s sono sghembe.
2) Determinare la minima distanza e la retta di minima distanza tra r e s.
3) Determinare i coseni degli angoli convessi tra le rette r e s.

Esercizio 26. Sia fissato in E3(R) il riferimento cartesiano standard R(O,Bc). Si

considerino la retta r :

{
x+ y = 0

z = 0
e il punto A(1, 0, 1).

1) Determinare la distanza di A da r.
2) Determinare il piano π passante per A e contenente le retta r.
3) Determinare la circonferenza C di centro A e tangente alla retta r.

Esercizio 27. Sia fissato in E3(R) il riferimento cartesiano standard R(O,Bc). Si
considerino le rette

r :

{
x+ y + z − 1 = 0

y + 2z − 1 = 0
s :

{
y = 0

x− z = 0
.

1) Si stabilisca se r e s sono complanari e, in caso affermativo, si determini il piano
che le contiene.

2) Determinare le sfere Σ1 e Σ2 aventi centro sulla retta s, raggio
√

3, e tangenti
alla retta r.

Esercizio 28. Sia fissato in A4(R) il riferimento affine standard R(O,B). Siano S e T
i sottospazi affini di A4(R) definiti da

S :

{
x+ y − 1 = 0

2x− z + t = 0
T :

{
x+ y − z = 3

2x+ t+ 2 = 0

(1) Determinare dimensione ed equazioni parametriche di S.
(2) Determinare dimensione ed equazioni parametriche di T .
(3) Stabilire se S e T sono incidenti e, in caso affermativo, determinare la dimensione

di S ∩ T , una base della giacitura, e un sistema di equazioni parametriche.
(4) Determinare la dimensione di S ∨ T , una base della giacitura, ed un sistema di

equazioni cartesiane.
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Esercizio 29. Sia fissato in E3(R) il riferimento cartesiano standard R(O,Bc). Si con-

siderino le rette r :

{
y − 2 = 0

3x− 2z + 1 = 0
e s :

{
y − z − 5 = 0
x+ y − 4 = 0

. Determinare:

(1) la posizione reciproca di r e s;
(2) l’equazione della sfera tangente ad r in A(−1, 2,−1) e centro su s.

Esercizio 30. Sia fissato in E3(R) il riferimento cartesiano standard R(O,B).

Si considerino la retta r passante per P (1, 1, 1) e parallela al vettore v = (1,−1, 3) e

la retta t :

{
x− y = 0
z = k

, dove k ∈ R.

(1) Stabilire per quali valori di k le rette r e t sono sghembe.
(2) Nel caso k = 1, si determini il piano π contenente r e t.
(3) Nel caso k = 1, si determini il raggio delle circonferenze tangenti a r in A(0, 2,−2)

e tangenti a t.

Esercizio 31. Sia fissato in A4(R) il riferimento standard R(O,B). Sia S il sottospazio
affine di A4(R) passante per A(1, 2, 0, 1) e di giacitura U =< (2, 0,−1, 1), (0, 2, 1, 0) >.
Sia T il sottospazio affine di A4(R) passante per B(1, 0, 1, 0) e di giacitura W =<
(−1, 0,−2, 0) >.

(1) Determinare dimensione ed equazioni parametriche e cartesiane di S.
(2) Determinare dimensione ed equazioni parametriche e cartesiane di T .
(3) Determinare se T //S e equazioni parametriche e cartesiane di T ∩ S e di T ∨ S

e loro dimensioni.

Esercizio 32. Sia fissato in E2(R) il riferimento cartesiano standard R(O,B). Si
consideri l’affinità ϕ di equazioni:

ϕ :

{
x′ = 1

5(−4x+ 3y + 3)

y′ = 1
5(3x+ 4y − 1)

(1) Determinare i punti uniti di ϕ.
(2) Stabilire se ϕ è isometria e, in caso affermativo, classificarla.
(3) Considerata la retta r passante per A(1,−1) e di giacitura generata da v = (0, 1),

si determini un’equazione cartesiana della retta ϕ(r).

Esercizio 33. Sia fissato in E2(R) il riferimento cartesiano standard R(O,B). Si
consideri la conica

C : 4x2 + y2 − 4xy − 5x− 10y = 0.

(1) Classificare C e determinare una isometria ϕ tale che ϕ(C) = C0, con C0 in forma
canonica.

(2) Classificare l’isometria ϕ determinata al punto (1).


